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Sommario

La riduzionedella quotadel lavoro sul prodotto,cheha caratterizzato
l’andamentodelleeconomieeuropeenegli anni ’90, è statavistasoprattutto
comeunaconseguenzadi variazioninellatecnologiaenelladotazionedi ca-
pitaleperoccupato.In questolavoro,valutiamoil ruolochelacontrattazione
traparti socialipuò averenel determinarela quotadel lavoro. I risultati,ba-
sati suun modellodi contrattazioneefficiente,portanoa concluderechela
quotadel lavoro e i livelli occupazionalisonolegati positivamenteal potere
contrattualedei sindacati.In un contestochetienecontodellacompetitività
internazionalei tassidi interessiesterirappresentanodei vincoli alla capa-
cità dei sindacatidi appropriarsidi partedel surplus. Variazioninei tassi
di interesseesterihannoeffetti rilevanti sulla distribuzionefunzionaledel
reddito.
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1 Intr oduzione

L’identificazionedei criteri che regolanola ripartizionedel prodottotra impre-
sa e lavoratori ha semprerappresentatouno stimolo fondamentalealla ricerca
economica.Dal concettodi salariodi sussistenzal’analisi economicàe passata
alla considerazionedellaproduttività marginalecomecriterio ultimo per la defi-
nizionedelvaloredel lavoro,all’ipotesidei salaricomestrumentoperincentivare
l’impegnosul postodi lavoro,alla considerazioneesplicitadellaconflittualità tra
organizzazionisindacalie imprenditoriali.

Considerarela ripartizionefunzionaledel redditoall’interno di modelli tradi-
zionalibasatisullacompetizioneperfettanelmercatodeibeniedel lavoroportaa
risultati forti maallo stessotempoinsoddisfacenti:la quotadel lavoro,è,in questo
ambito,un datodipendentesemplicementedafattori tecnologici.

La rimozionedi questeipotesihaportatoad analizzarele relazionidi lavoro
all’internodi differentiapproccichetengononeldovutocontole imperfezioninel
mercatodel lavoro e chesonoaccomunatidallaconclusionecheil livello dell’at-
tività economicafungada”regolatore”nelladivisionedellerenditetra impresae
lavoratori. L’esistenzadi disoccupazionein equilibrio, in particolare,rendecoe-
renti le aspettivedelleimpreseequelledei lavoratoririspettola distribuzionedella
renditageneratadal rapportodi lavoro.

L’analisi della distribuzionefunzionaledel reddito,cheè statalasciataquasi
daparteneldibattitoeconomicodegli ultimi decenni,̀e tornatadi nuovo al centro
dell’attenzionenegli ultimi anni1. La causadi ciò vacercata,comespessoaccade,
nell’evidenzaempirica,chesar̀asinteticamentepresentatanel secondoparagrafo,
conriferimentoprevalentementeall’esperienzaitaliana.

Nel paragrafo3 si proponeunadefinizionedella quotadel lavoro al fine di
evidenziarecomel’evoluzionedellastessapossaesseresensibile,oltre chea fat-
tori tecnologici,ancheagrandezze,comel’elasticitàdelprodottoall’occupazione,
chepossonoessereinfluenzatedalcomportamentodelleorganizzazionisindacali.

Il paragrafo4 presentaun modellonel qualeun sindacatoe unaimpresacon-
trattanoin modocooperativo susalarie occupazione.Questomodellodi contrat-
tazioneefficientemostracomela variazionedel poterecontrattualedel sindacato
nellacontrattazioneinfluenzitantol’occupazionechela quotadel lavoro.

Nel paragrafo5 si analizzala compatibilit̀a internazionaledelle modalit̀a di
fissazionedel salarioe dell’occupazione.In particolare,seesisteperfettamobi-
lit à dei capitali, il poterecontrattualedel sindacatocessadi essereunavariabile
indipendente;esisteunaunicamodalit̀a di spartizionedella renditaderivantedal
rapportodi lavorocherendecompatibilel’equilibrio internoequelloesterno.

Alcuneriflessioniconclusivesonopresentatenel paragrafo6.

1Blanchard,1997-1998,Rowhtorn,1996-1999
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Figura1: Quotadel lavoronei paesieuropei
Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDBusinessectordatabase

2 L’evidenzaempirica

Da temposi è consapevoli che il livello e l’andamentodella disoccupazionèe
differenziatotra paesidell’Europacontinentalee paesianglosassoni;negli ulti-
mi anni l’evidenzaempiricaha mostratocheanchel’andamentodella quotadel
lavoro sul prodottoè diversoin questeduegrandiaree. Da unaparte,nei paesi
dell’europacontinentale,la quotadel lavoro negli ultimi 15 anni si è ridotta so-
stanzialmente(vedi figura 1) , dall’altra nei paesidel nord-americain Giappone
questaquotadel lavorononmostranessunatendenzaalla riduzione;la GranBre-
tagnahaaffrontatounariduzionedellaquotadel lavoro dallamet̀a degli anni ’70
alla met̀a degli anni ’80 (vedi figura2). Inoltre, alla fine degli anni ’90, la quota
del lavorosembraesserepiù elevatanei paesianglosassoni.

In Italia la quotadel lavoro sul prodottoè passatadal 70% del 1975al 59%
degli ultimi anni; questariduzione,comenegli altri paesieuropei,è andatadi
pari passocon l’incrementodella disoccupazione.La figura 3 evidenziacome,
mentrenegli anni ’60 e inizio anni ’70 i tassidi disoccupazioneitaliani erano
relativamentebassie indipendentidall’andamentodellaquotadel lavoro,apartire
daiprimi anni’80 si notaunacontemporaneità trariduzionedellaquotadel lavoro
eaumentodel tassodi disoccupazione.

La figura4 presenta,per i vari paesiOCSEper i quali sonodisponibili i dati,
la relazionetravariazionedelladisoccupazioneevariazionedellaquotadel lavoro
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Figura2: Quotadel lavoronei paesianglosassonie in Giappone
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Figura3: tassodi disoccupazioneequotadel lavoro in Italia
Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDBusinessectordatabase
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Figura4: Variazionedel tassodi disoccupazioneedellaquotadel lavoro
Calcolatacomedifferenzatra valoremediodelleduegrandezzenegli anni’90 enegli anni’80

Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDBusinessectordatabase

calcolatecomedifferenzatra il valoredelleduevariabili nel periodo1990-1998
(1997peralcunipaesi)enelperiodo1980-1989.

Si nota immediatamentecomeesistauna relazioneinversa(statisticamente
significativa) tra le duevariabili e chei paesianglosassonisonosituatipiù vicino
all’origine, cioèsonoquelli chehannovistodi menomodificarsile duegrandezze.

I duefatti daspiegaresonoquindi:

Ú la relazionenegativatravariazionedellaquotadel lavoroedelladisoccupa-
zione

Ú le ragioniper le quali questarelazioneè validaprevalentementeper i paesi
europei

Le spiegazionidei fenomenidescrittipossonocertamenteesserequelle ipo-
tizzateda Goodwin,basatesostanzialmentesulle ciclicità della relazionetra di-
soccupazionee quotadel lavoro. Sembradifficile supporreper̀o un aumentocos̀ı
fortedellalunghezzae dell’ampiezzadel ciclo.

Altri fattori di caratteri”semistrutturale”,chehannofattooggettodi ricerche
recenti,2 possonoesserela causadell’evidenzaempirica.

2In questosensoil titolo dell’articolo di Blanchard(1997)”The mediumrun” tendeacogliere
la contentoraneacoesistenzadi fenomenidi breveedi lungoperiodo
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Le analisipresentatefino ad ora fannoriferimentoal sistemaeconomiconel
suocomplesso.Le informazioni empiricheaggregatepossononasconderealtri
effetti, chechiameremoeffetti di composizionee chefannoderivarela riduzione
dellaquotadel lavorodallariallocazionesettorialedell’occupazione.Supponiamo
adesempiocheesistanoduesettori;nel primo la quotadel lavoro èpiù bassache
nel secondo.Sel’occupazionèe crescentenel primo e decrescentenel secondo,
allora la quotadel lavoro aggregatasi riduce. E’ accadutoqualcosadi questo
generein Italia?

I dati anostradisposizione,di fontecontabilit̀anazionaleOCSE,ci permetto-
no di presentaredei primi risultati, basatisulladisaggregazionedell’economiain
9 settori3. Abbiamoimputatoai lavoratori indipendentiun salariopari a a quello
mediodi settoredei lavoratoridipendenti.Contabilmente,la quotaècalcolataco-
me ÛÝÜßÞ àâáã á , dove äåÜ indicail montesalariaggiustatopertenerecontodel lavoro
autonomo4 e æçÜ prodottointernolordodel settoreè .

La figura5 mostrala quotadel lavoro nei 3 macrosettoridell’agricoltura,del-
l’industria e del terziario.Si notacomein tutti i settorinegli ultimi anni la quota
del lavoro si siaridotta; la figura6 evidenziacomeil settoremanifatturieroabbia
sperimentatounariduzionedellaquotadel lavoro (vedi lineatrattegiata,cheindi-
viduala componentedi trend)menomarcatadell’interaeconomia,ecomequesta
riduzionesiaaccompagnatadaunaforteciclicità.

Unasemplicemetodologiaci permettedi indagarequantodellariduzionedella
quotadel lavorosiadovutaadeffetti di composizione. Possiamoscrivere:

ÛéÞ äêÜë
dove

ë Þ æçÜ . Dividiamoe moltiplichiamoognunodei membridellasom-
matoriaper æìÜ . Possiamoallorascrivere,definendoíîÜïÞ ã áð :

ÛéÞ ÛÝÜñíòè
equindi calcolarela variazionenel tempo óôÛõÜ perottenere:

ö ÛÝ÷øÞ ö íîÜúù ÷ûÛõÜüù ÷þý ö ÛõÜúù ÷ÿíîÜüù ÷�� �
3Agriculture,hunting,forestryandfishing; Mining andquarryingManufacturing;Electricity,

gasandwater;Construction;Wholesale& retail trade;Restaurant,Transport,storageandCommu-
nication;Finance,insurance,realestate,e Community;Social& personalservice.In alcunicasi,
tracui quelloitaliano,la definizionedeisettoriè leggermentedifferenteacausadellamancanzadi
dati.

4La variabile
���

è costruitamoltiplicandoil totaledi workerscompensationperil rapportotra
l’ccupazionetotaledel settoree l’occupazionedipendente
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Figura5: Quotedel lavoro,vari settori,Italia
Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDNationalAccountDetailedtables1960-1997
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Figura6: Quotedel lavoro, industriamanifatturiera,Italia
Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDNationalAccountDetailedtables1960-1997
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Figura7: Quotadel lavoro aggregatae quotadel lavoro a parit̀a di composizione
settoriale,Italia

Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDNationalAccountDetailedtables1960-1997

La prima sommatoriaindividua la variazionedella quotadovuta alla variazio-
ne della composizionesettoriale,chechiameremoeffetto composizione, mentre
la secondaindividua la variazionedellaquotaaggregatadel lavoro causatadalle
modifichedellaquotanei singoli settori,chedefiniremol’effettoinfrasettoriale.

La figura7 mostrasial’andamentodellaquotadel lavoro effettivo (lineatrat-
teggiata)sial’andamentochesi sarebbeverificatose,datoil valoredellaquotadel
lavoronel1970,nonsi fosseroverificateriallocazionisettorialidell’occupazione.

La figura7 documentache,nelperiodo1970-1994in assenzadi modificazioni
strutturalilaquotadellavorosi sarebberidottadi pocopiùdi unpuntopercentuale.
Nel periodo1983-1994la quotasi sarebbecomunqueridottadi pocopiù di ÿ punti
percentualia parit̀a di composizionesettorialecontrounariduzioneeffettiva di
circa ��� punti

Pertanto,sembraemergerechegli effetti di composizionesonorilevanti ma
capacidi spiegaresolounapartedellariduzionedellaquotadel lavoro.

Unaanalisi,seppuresommaria,di quantosiasuccessonegli altri paesiOCSE
è presentatanella figura 8, chepresental’effetto infrasettorialee l’effetto com-
posizionenei principali paesiOCSEper i quali si disponeva di dati empirici. Il
calcoloèeffettuatoconfrontandola quotamediadegli anni ����� conla quotamedia
delperiodo �������
	�������� (peralcunipaesile osservazionisi fermavanoal �������� . Si
notache,conle eccezionidi GranBretagna,Spagna,SveziaeCanada,la rialloca-
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Figura8: Effetti Composizinee effetti infrasettoriali,vari Paesi
Fonte:Ns rielaborazionibasatesuOECDNationalAccountDetailedtables1960-1997

zionesettorialedell’attività produttivahacontribuito a ridurrela quotadel lavoro
ma che,almenoin alcuni paesi,la componenteinfrasettorialeè indubbiamente
rilevante.In tutti i paesieuropei,conl’eccezionedell’Olanda,la quotadel lavoro
si è ridottaanchea livello infrasettoriale.

Ci sembradi poterconcluderechegli effetti dovuti allariallocazionesettoriale
dellerisorsehannoavutounloro ruolonellaspiegazionedellariduzionedellaquo-
ta del lavoro,più importantenegli anni ¬®�¯ chenonin seguito,machecomunque
anchea livello infrasettorialela quotadel lavorosi è ridotta. 5.

Tecnologia,pratichedi fissazionedelsalario,capitalepro-capiterestanoallora
rilevantinellaspiegazionedelladistribuzionedel reddito.

3 La definizionedella quota del lavoro

La quotaaggregatadel lavoro ° può esserescritta:

°²±´³ µ
¶
·

5Ovviamente,quantodettodipendedal livello di aggregazionesettorialeutilizzato.Purtroppo,
non è possibile,sullabasedei dati OCSE,procederea disaggregazionipiù ampiepercarenzadi
dati.
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dove ¸ è il salario, ¹ l’occupazione,º il livello dei prezzi, »½¼¿¾ÁÀÃÂÄ¹ÆÅÈÇ�É il
prodotto,con s shockesogenosulla funzionedi produzioneÀ . Moltiplichiamo
e dividiamo la frazionea destradell’ugualeper il prodottomarginaledel lavoro
d Ê
d Ë ¼ÌÀÎÍË edefininiamoÏÐ¼ÒÑ Ó il salarioreale;si ottienefacilmenteche:

Ô ¼ Ï
¾ÁÀ ÍË

¹
À À ÍË ¼

Ï
¾ÁÀ ÍË

Õ Ê×Ö Ë (1)

la quotadel lavoro dipendefa rapportotra salariorealee prodottomarginaledel
lavoroedall’elasticit̀adelprodottoall’occupazione.Seil primorapportoèuguale
a uno,secioè l’impresaagiscelungola curva di domandadi lavoro, la quotadel
lavoroèpariall’elasticitàdel ricavo totaleall’occupazione.Nelle ipotesitradizio-
nali, vale ÏÌ¼ÙØÚÍË ¼Û¾ÁÀ Ë ; sela funzionedi produzionèe di tipo Cobb-Douglas,
cioè sevale À´¼Ò¹ÃÜÝÇßÞáà�Ü , allora Ô ¼Òâ . La quotadel lavoro dipendesolodalla
tecnologia.

L’equazione1 definiscei fattori cheincidonosullaquotadel lavoro:

ã la differenzatra salariorealee produttività marginalepuò esseredovutaa
vari fattori; comesottolineatodaBlanchard(1997),pratichedi featherbed-
ding6 che”costringono”l’impresaamantenereoccupatilavoratoriconsala-
ri realipiù alti dellaloro produttività,potrebberoavergonfiatoartificialmen-
te la quotadel lavoroneidecennipassati;questepratichepotrebberoessersi
considerevolmenteridottenegli ultimi tempiin seguitoallaflessibilizzazio-
nedei rapportidi lavoro. Questiavvenimentisonostati,probabilmente,più
rilevanti in Europae potrebberogiustificarenellostessotempola riduzione
dellaquotadel lavoro e dell’occupazione7. Inoltre, l’elasticità del prodot-
to all’occupazionepuò essersiridottaper fattori tecnologici(capital-using
shift nelladefinizionedi Blanchard)

ã comeevidenziaRowthorn(1996),l’elasticità della funzionedi produzione
all’occupazionenon è costantesesi abbandonal’ipotesi della funzionedi
produzioneCobbDouglas;dipendein modocrucialedalladisponibilità di
capitalepro-capite.La riduzionedi questagrandezza(capitalscarcity) negli
ultimi annipuò essereallabasedellariduzionedellaquotadel lavoro.

La quotadel lavoro può dipendereallora da grandezzedifferenti a seconda
della funzionedi produzioneutilizzata (in particolareil ruolo giocatodall’ela-
sticità di sostituzionefattorialeè crucialee, comeevidenziaRowthorn,esistono
valideragionibasatesuanalisiempiricheperritenerechequestaelasticit̀a siain-
ferioreall’unità),dellemodalit̀aconcui si ritienesianofissatisalarieprezzi,della

6Ma ancheformedi contrattazionesui livelli occupazionali,sucui torneremoin seguito.
7La differenza tra salario e produttività marginale può inoltre dipendereda pratiche di

contrattazioneefficientetra le parti sociali,comevedremonelparagrafosuccessivo.
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possibilit̀a chele impresesi trovino o menoadoperarelungo la loro funzionedi
domandadi lavoro.

Il modellodel paragrafosuccessivo cercadi conglobarein un unico approc-
cio i fattori chepossonoaver modificatola distribuzionefunzionaledel reddito,
basandol’analisi sulla possibilit̀a che esistaun processodi contrattazioneeffi-
ciente8 tra impresae lavoratoricheconcernetantoil salariochel’occupazione.In
questomodosi proporr̀a unagiustificazionedell’esistenzadi differenzetra pro-
duttività marginalee salariorealebasatasull’ipotesi chele impresemantengano
lavoratori ”in eccesso”perch̀e questoè impostodai lavoratori al momentodella
contrattazione9.

4 Contrattazione efficientee quota del lavoro

4.1 Il modello

Le parti sociali contrattanocongiuntamentesu salarie occupazione,secondole
ipotesidellacontrattazionedi Nash.Sia:

äæåèçÎéëêíìïîÒåÄðñåòçóìõôöðñåÄ÷øìùì
ê
l’utilit à del sindacatoal nettodel fallbackincome10, con

ç
salariorealeperoccu-

pato,
÷

redditopercepitoin casodi disoccupazione,quindipari all’incrementodi
utilit à dovuto al maggiortempolibero e eventualesussidiodi disoccupazionein
termini reali11 e

ê
occupazione.Siainoltre:

ú åòçÎéëêûìïîÙüÁýÆåþêÆéëÿ�ìõô çÎê
(2)

il profittodell’impresaal nettodel fallbackincome12, con
ü

shockesogenodistri-
buito normalmenteconmedia1 evarianzafinita,

ê
occupazionee

ÿ
capitale.

Il problemadi contrattazioneefficientepuò esserescritto:

�������� 	 å�
���õåÄäÆåòçÎéëêûìùì������õå ú åòçÎéÈêíìùì ì
8Del tipo propostodaMc Donald,Solow, 19
9La contrattazioneefficiente,comeè noto,portaadesiti che,pur essendopareto-ottimali,non

costituitisconoequilibri di Nash(vedi Layard,Nickell, Jackman1991). In particolarel’impresa
avrebbeinteressea non sostituirei lavoratori chesi dimettonovolontariamente,riportandogra-
dualmentel’occupazionesui livelli desiderati. Il fatto che la contrattazionetra parti sociali sia
ripetutaa intervalli regolari giustifical’adozionedi questoschemadi contrattazione.

10Data una funzionedi utilit à del sindacato��������������� ! #" $&%'�� ���)(* e un fallback
incomepari a ����(+ �, con G numerodi iscritti al sindacato,suppostocostantequindi irrilevante
nellederivazionisuccessive,si ottienel’equazionedel testo.

11Il termineutilizzatonel seguito perdefinire ( sar̀aquellodi outsideoptions
12Abbiamosuppostochel’impresa,in casodi mancatoaccordo,sopporticomunqueil costodel

capitale,quindi cheil fallback incomedell’impresasiapari a %.-0/
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dove 1 indica la forza contrattualedel sindacato.La soluzionedel problemadi
massimoportaalledueseguentiequazioni:

d
d 2

3 1
254

687:90;=<>? (3)

d
d 6

3 1
@ <A@CB 6EDF7 @GB!H D 4

2 ? (4)

Dovepersemplicit̀aabbiamoscritto ; <> 4 ; <> B 2GIKJ D 4 d L
d
> e

@ <A 4
@ <A B 6ED 4d M

d A .
Dividendoledueequazionitradi lorosi ottieneunarelazionetrasalariorealee

occupazionecheindividuagli esitipossibilidellacontrattazione;questarelazione
è comunementedefinitacurvadei contratti efficienti.

@CB 6EDF7 @GB!H D@ <A 4 687N90;
<> (5)

Questaequazioneci dice cheseil salariocontrattatòe maggioredelleoutsi-
de options,

H
, cioè se la partea sinistradell’ugualeè positiva, allora il salario

deve esseremaggioredella produttività marginaledel lavoro. La contrattazione
efficiente,comerisaputo,portale impreseadoperareconun livello di occupazio-
ne in eccessorispettoa quellaottimale. Shockesogeniincidonosulla curva dei
contratti.

Dall’equazione5 èagevolecalcolarechela pendenzadellacurvadei contratti
nello spazio(6 IK2 ) è positiva 13. Quandol’occupazionecresce,cresceancheil
salarioreale.Unaconseguenzaimportanteai nostrifini è che,dataunaelasticit̀a
delprodottoall’occupazioneminoredell’unità,aumentidell’occupazionedevono
esserealloraaccompagnatidaaumentidellaquotadel lavoro sulprodotto.

Supponiamoche i lavoratori sianoavversi al rischio, con funzionedi utilit à
datada:

@CBPO D 4
ORQ

Allora, la curvadeicontrattipuò esserescritta:

6S7�9T; <> 4
6
U V 7

H
6

Q
(6)

13Derivandoin forma implicita l’equazione5 si ottiene d W
d XZY [�\^] ]_`Kacbed�fg`hajikdaj` ]b djl mon n)p�qsr . Data una

funzionedi produzioneconcava,l’avversioneal rischiodei lavoratori è condizionesufficienteper
avereunacurvadei contrattiinclinatapositivamente.
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Sostituiamola definizionedi profittodell’impresa(2) nell’equazione3; otteniamo
il profitto peroccupato:

t0uwv!xwyKz'{
x |8}�~

�
� v }S| t0uE�� { (7)

Il sistemadelleequazioni6 e7 può essererisoltonelledueincognite} e x .
Dato che il nostro interesseverte sulla valutazionedella quotadel lavoro,

moltiplichiamol’equazione7 per
��e�F� ��� �E� e teniamocontodelle definizioni del-

la quotadel lavoro � ~ � ����F� ��� �E� e dell’elasticit̀a del prodottoall’occupazione� � � � v�xwyhz'{ ~ d �F� ��� �E�
d
� ��F� ��� �E� . Otteniamofacilmente:

� v!xwyKz'{ ~
�'� � � � �� ��� (8)

La quotadel lavoro dipendesoltantodal poterecontrattualedel sindacato(
�

)
edall’elasticit̀adelprodottoall’occupazione.Sel’elasticitàdelprodottoall’occu-
pazionèe indipendenteda

�
, la quotadel lavoro è crescentein

�
La quotadel lavoro coincidecon quella ”tradizionale” solo se

� ~�� , cioè
se, in fasedi contrattazione,il sindacatonon ha nessunpotere. Seil parametro�

tendeall’infinito, la quotadel lavoro tendeall’unità. Il sindacatòe in grado
di appropriarsidi tutto il surplusgeneratonellaproduzione.Pertanto,a seconda
della forza del sindacatoin sededi contrattazione,la quotadel lavoro varia tra
quella”neoclassica”e l’unit à.

Moltiplichiamo anchel’equazione6 per
��e�F� ��� �E� e sostituiamol’equazione8.

Otteniamo:

} v!xwyKz'{ ~��
�'� � � � �v � |8� { ��� v � ��� � { � � � �

��
(9)

Le due equazioniprecedentici fornisconomolte informazioni che, per essere
sviluppate,necessitanodella definizionedi una funzionedi produzioneda cui
ricavareil valore� � � � .

4.2 Le determinanti della quota del lavoro

Introduciamol’ipotesi che la funzionedi produzionedelle impresesia di tipo�����
:

uGv�xGyKz'{ ~ � v! +x¡{£¢¥¤
�¢ � v � |:� {¦v�z'{£¢¥¤

�¢ ¢¢¥¤ �

dove �8§¨�S§ �
, © è l’elasticità di sostituzionefattoriale,   è un indicatoredi

efficienzadel lavoro.
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Definiamoil prodottopro capitein unità di efficienza ª¬« ®g¯ e il capitale
pro-capitemisuratoanch’essoin unità di efficienza °±« ²®³¯ ; possiamoallora
scrivere14. :

ªµ´�°^¶µ« ·¹¸º´¼»�½:·¾¶¿°µÀ¥ÁÃÂÀ ÀÀ¥Á£Â (10)

E’ faciledimostrarechein questocasol’elasticitàdelprodottoall’occupazione
è funzionesolodel capitalepro-capitein unitàdi efficenza( ° ), cioè che:

Ä �Å ¯ «
d Æ
d Ç

Ç
Æ « Ä ´!°�¶�« ·

·¹¸È´¿»�½:·g¶k° ÀÉÁ£ÂÀ
(11)

Quindi la quotadel lavoro e il salariodipendonodal capitalepro-capité�°�¶ 15.

Proposizione1 Data una elasticit̀a di sostituzionefattoriale minore dell’unità
( ÊÌËÍ»�¶ , livelli più elevati del capitalepro-capitemisurato in unità di efficienza
aumentanola quotadel lavoro sul prodotto( d Î

d ÏÑÐÓÒ ) e riduconoil salario per
unità di efficienza(d Ô

d Ï Ë Ò ); viceversase Ê Ð »
Dimostrazione1 Data l’equazione11, la variazionedell’elasticità rispetto al
capitalepro-capiteè:

d Ä ´�°�¶
d ° « »�½�Ê

Ê
»�½:·
·

Õ Ä ´�°�¶¼ÖØ×K°ÚÙ ÂÀ (12)

E il segnodi questaderivataèdatoda »�½:Ê .
Dall’equazione8 si verifica che d Î

d Û¿ÜjÏ¦Ý ÐÞÒ ; quindi il segno della variazione
dellaquotarispettoal capitalepro capitecoincidecon »�½NÊ .

Ponendoß « à ÜjÏKÝá â , otteniamodall’equazione9 che:

d ß
d Ä ´�°�¶ «

½G´PãFä�¶K´¿»µ¸�ãå¶
´Pãæ´¿»µ½8ä�¶�¸ Ä ´�°�¶K´¿»s¸�ãFä�¶¼¶ × Ë Ò

allora, il segnodelladerivatadel salario rispettoil capitalepro-capiteèopposta
a quellodella derivatadellaquotarispettoil capitalepro-capite.

Emerge cheil salarioe la quotadel lavoro si muovono semprein direzioni op-
posteal variaredelcapitalepro-capite,indipendentementedalvaloreassuntodal-
l’elasticità di sostituzionefattoriale. Si noti che,a parit̀a di altre condizioni,un

14Il progressotecnicohaun effetto risparmiatoredi lavoro ç è crescentenel tempo
15Questononèpiù verosel’elasticitàdi sostituzionefattorialeè èpariall’unità; in questocaso,

la CEScollassanellaCobb-Douglasse l’elasticità éëê¾ì í diventaunacostante.

14



aumentodell’efficienzadel lavoro î riduce ï e riducequindi la quotadel lavoro
(per ðòñôó ).

Dalle analisisvolte fino adoranonabbiamoancoradefinito il livello dell’oc-
cupazione(equindi,perundatocapitale,delcapitalepro-capite)cheemergedalla
contrattazionetra le parti sociali. A tal fine, riprendendola definizionedi quota
del lavoro,possiamodefinirela funzione:

õºöÈ÷^ø ï�ù¿ú¦îüû ø ï�ù�ý�þ ø ï�ù öÈÿ
(13)

Dove
÷^ø ï�ù è definito16 nell’equazione8, û ø ï�ù nell’equazione10 e þ ø ï�ù nel-

l’equazione9. La soluzionedell’equazione13 definisceil capitalepro-capiteche
emerge dalla contrattazione,quindi, per un datolivello di capitalee di efficien-
za dei fattori produttivi, definiscel’occupazione.Una soluzioneesplicitaper il
livello dell’occupazionèe possibilesolo nel casodi funzioni di produzionecon
elasticit̀adi sostituzionefattorialepari all’unità. Questòeuncasoparticolare,pe-
raltro non supportatodalle osservazioni empiriche(vedi Rowthorm, 1996)che,
comeabbiamovisto, portaa conclusionipocorilevanti per l’analisi. Si noti co-
munqueche,datochela curva dei contratti è inclinatapositivamentee datoche
l’esito dellacontrattazionedevetrovarsisullacurvadeicontratti,l’occupazionesi
muovenellastessadirezionedelsalario17.

Analizziamoora gli effetti di variazioniesogenedella forza contrattualedel
sindacato(� ) sullaquotadel lavoro e sull’occupazione.A tal fine, consideriamo
che la funzione13 può esseredifferenziatarispettoa ï , � , e rispettoagli altri
parametridelmodello.Ai nostrifini ci interessasottolineareche:

Proposizione2 All’aumentare del potere contrattualedel sindacatoil capitale
pro-capitesi riduce. Per unostock di capitaledato,l’occupazioneaumenta.

Dimostrazione2 Prova: vediappendice

Seil poterecontrattualedel sindacatoaumentapiù lavoratorivengonoassunti
in seguito alle modalit̀a con cui avvienela contrattazione;sesupponiamocheil
livello di capitalefisicosiadatonelbreveperiodo,questocomportaunariduzione
del capitalepro-capite.

16Nel casodella CES,la quotadel lavoro è funzionesoltantodel capitalepro-capitein unità
di efficienza.Pertanto,scriveremod’ora in poi ������� invecedi �����
	��� comenell’equazione8; lo
stessovaleperil salario

17Se supponiamoindividui neutrali al rischio (����� ) è possibiledefinire analiticamenteil
livello occupazionale. In questocasola curvadei contrattidiventaper̀o verticalee l’occupazione
nondipendepiù dal poterecontrattualedel sindacato.Questocasoè sinteticamenteanalizzatoin
seguito.
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Proposizione3 La quotadel lavoro ècrescenterispettoil poterecontrattualedel
sindacato

Dimostrazione3 Prova: vediappendice

Le dueproposizioniprecedentici portanoaconsiderarel’ipotesi cheriduzioni
del poterecontrattualedel sindacatopossanoesserealla basedei fatti stilizzati
verificatesinei paesieuropeinegli anni’90.

Proposizione4 Il salarioperoccupatòecrescenterispettoil poterecontrattuale
delsindacato

Dimostrazione4 Prova: vediappendice

Questorisultatoci dicecheil salariosi muovenellastessadirezionedei livelli
occupazionalirispettovariazioninella forzacontrattualedelleparti; è comuneai
modelli concontrattazioneefficientee dipendedal fattochela curva dei contratti
è inclinatapositivamente.

4.3 Riepilogo

Perquantoabbiamoaffermato,la quotadel lavorodipendeda:

� fattori istituzionali: poterecontrattualedelsindacatoesussididi disoccupa-
zione(cheincidonosulleoutsideoptions)

� fattori tecnologicie preferenze:parametridella funzionedi produzionee
avversioneal rischiodei lavoratori

� fattori strutturali,individuatinel capitalepro capite.

La riduzionedellaquotadel lavoro evidenziatanellefigure1, 2 e la relazione
negativa tra andamentodella quotadel lavoro e dell’occupazionechesi è veri-
fica in Italia (figura 3) ma anchein altri paesieuropeipuò esserespiegatadalle
conclusioniprecedenti?

La spiegazionebasatasullavariazionedei parametri”di fondo” (tecnologiae
preferenze)nonci sembraaccettabilealmenofinchè nonsi spieghi il perch̀edelle
differenzetra Europae StatiUniti. Ci sembrainvecechele altreduespiegazioni
rendanocompatibileil modelloconla realt̀aempirica.

Da un lato si è visto cheunariduzionedel capitalepro-capiteriducela quota
del lavoro;questo,comesottolineaRowthorn,può esseresuccessosoprattuttonei
paesieuropei.
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Dall’altro latol’analisi sviluppataprevedecheadunariduzionedelpoterecon-
trattualedei sindacatifa dacontraltareunacontemporaneariduzionedellaquota
del lavoro e dell’occupazione.Nel nostromodelloil canaleattraversocui quota
del lavoro eoccupazionetendonoa ridursi è basatosullaconflittualità cheinduce
modificazioninellatecnologiaottimaleutilizzatadalleimprese;in particolareuna
riduzionedel poteresindacaleaumental’intensitàdi capitale.

Nei paesieuropeil’indicatorecomunementeutilizzatopervalutarela ”forza”
del sindacato,cioè il numerodi iscritti, hasubitounadrasticariduzione.Ancheil
livello di conflittualitàmisuratodallapartecipazioneagli scioperiè diminuito.

Primadi procedereper̀o adanalizzarequesteipotesipiù a fondoè opportuno
porsi un’altra questione:comeil modellopresentatoincide sull’accumulazione
di capitale?La contrattazione,comedelineatain questoparagrafo,portaa con-
clusionidipendentidal livello del capitale� . Questagrandezza,consideratafino
ad ora esogena,̀e in realt̀a una variabile di sceltadel sistemadelle imprese,e
indubbiamentenon è indipendentedalladistribuzionedel reddito. Nel prossimo
paragrafocercheremoalloradi delineareun modellodi accumulazione.

5 La compatibilit à internazionale

Il tassodi rendimentodel capitaleinvestitopuò esserescritto:

����������� �"!$#%�&�����(' �&���
�

con #������ definitanell’equazione8.
Il rendimentodel capitaleinvestitoall’interno del sistemaeconomicopuò es-

seredifferentedal rendimentodel capitaleinvestitosull’estero,chedefiniamo) .
In questocasosi può pensarecheil capitaleaffluisca(���&���+* ) ) oppuredefluisca
(���&���-, ) ) dal paese.

Cosasuccedealloranelsistemaeconomico?Il comportamentodelsindacatoe
delleimpresein sededi contrattazione,delineatonelparagrafoprecedente,portaa
concluderecheil tassodi variazionedell’occupazionèeparial tassodi variazione
delcapitale,in mododalasciareil capitalepro-capiteinvariato18. Di fatto,quindi,
ci si troverebbedi fronteadunasituazionein cui il sistema”esplode”,conlivelli
di capitalee occupazionechetendonoa infinito se���&�%�.* ) e chetendonoazero
nel casoopposto.Questovuol dire che,se�������0/� ) , il sistemadiventaesplosivo.
Peranalizzarei vincoli impostidallamobilità dei capitalisusistemaeconomico,

18In effetti, la soluzionedel problemadi massimizzazionedefinisceun livello di 1 , il capitale
procapitein unità di efficienza.Quindi,variazionenei livelli di 2 , dovuti adesempioadun tasso
di rendimentodel capitaleinternomaggioredi quelloestero,sonocompletamentecompensatida
variazioninei livelli occupazionalidecisiin sededi contrattazione.
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procediamoadunasemplificazionedelmodello,analizzandoil casoconlavoratori
neutralirispettoal rischio.

5.1 Il casodi lavoratori neutrali al rischio

In questocasola curva dei contratti è verticale(vedi nota13) e quindi il livello
di occupazionèe indipendentedalla forza contrattualedel sindacatoe dal sala-
rio; questaipotesici permettedi giungerea soluzioniespliciteper le variabili di
interesse.

Per 35476 , tenendocontodelleequazioni8, 9, 10,11,risolviamol’equazione
13 in 8:9&;%< 19; si ottieneche:

8>=?4A@CB
D
EGF

HJI B

Nota l’elasticità del prodottoall’occupazione,chedipendesolo daparametri
delmodello,possiamosostituirenell’equazione11perdeterminare; :

; = 4 6LK$@
@

8 =
6LKM8 =

NO�P N
(14)

utilizzandola definizionedi ;Q4 RSUT , si ottieneil livello di occupazione:V = 4A; = HSLW . Nel casodi individui neutralial rischio,l’occupazionenondipende
dalpoterecontrattualedelsindacatoX , madipende,oltrechedaiparametritecno-
logici @ , Y e F e dal livello di capitale,dal livello del sussidiodi disoccupazione,
consegnonegativo.

Dato il valore di equilibrio di 8 = possiamocalcolarefacilmentesalario di
equilibrioequotadel lavoro di equilibrioutilizzandole equazione9 e8:

Z = 4 6
6"[MX

X\[]8 =
8 =

D

^ = 4 X\[]8 =
6"[MX (15)

Ovviamente,si confermaanchein questocasoparticolareche la quotadel
lavoroei salarioperoccupatosonosemprecrescentirispettoal poterecontrattuale
delsindacato.Il salarioèparial sussidiodi disoccupazioneseil sindacatononha

19Si tengacontochevale: _a`cb�d
e fgihkjml nn�o
p
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poterecontrattualeqsrut ; in questocaso,la quotadel lavoro coincideconquella
neoclassica.Inoltre20, otteniamocheil salarioperoccupatodipendepositivamente

dal sussidiodi disoccupazione(infatti d vxw
d y r z w|{U}�~��� {U}U� z w ), cos̀ı comela quotadel

lavoro. Aumenti nella produttività del lavoro, viceversa,riduconola quotadel
lavoroe aumentanoil salario.

5.2 Compatibilit à internazionalee rendimentodel capitale

Nel casodellafunzionedi produzionedi tipo CES,, datele equazioni10e11enel
casodi �]r�� (quindiutilizzandol’equazione15) èagevoledefinireil rendimento
del capitaleinvestito(���&�%� ) come21:

���&����r �"��� w
�L�]q

� �A� �L� � �������>�� ����>�
� (16)

Ci chiediamoqualisianole condizioniperle quali il tassodi rendimentoestero
(� ) e quello internocoincidono. Quindi, risolviamoin � l’equazione��������r��
per determinarequale livello di capitalepro-capite( �
� ) sia compatibilecon il
rendimentodelcapitalesuimercatistranieri(� ). Si ottiene:

� � r �� ����� w
��� �"�Mq-�

���C�� � � �L� � ��
����C�

(17)

Abbiamo pertantodue differenti definizioni del capitalepro-capite: quella
chescaturiscedall’equazione14 e quelladell’equazione17. La primadelledue
equazionideriva dall’aggiustamentodei livelli occupazionalial capitalefissoin
seguito al processodi contrattazione,la secondaderiva dal movimento dei ca-
pitali ( � ) generatodal differenzadi competitività tra sistemainterno e estero.
Le dueequazionipotrebberoessereespressein termini di funzioni di reazione:� w r��L�&�\�?r�� w �� � e ��� rA¡"� � �?r��
��¢ �

; unapossibilerappresentazionèe
offertanellafigura9. La rappresentazionegraficadi entrambele curve di reazio-
neevidenziacomeil solopuntodi intersezionesi abbianell’origine; il sistemàe
quindi esplosivo.

Percomeè rappresentatala figura 9, il valoredi � � è minoredi � w . Questo
implica chel’occupazionecheil sistemaeconomicoraggiungein seguito al pro-
cessodi contrattazionesia inferiorea quellacheraggiungerebbesela redditività
del capitalefossepari aquellaprevalentenel restodel mondo.

20Nel seguito, senon diversamentespecificato,supporremo,seguendoRowthorn e i risultati
dellastragrandemaggioranzadellestimeempiriche,che £¥¤§¦ .

21Nel seguitochelo shocksiasul suolivello medio, ¨�©ª¦
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Figura9: Funzionidi reazionedelleimpreseedei lavoratori

In generale,il rapportotralivellodi occupazionederivantedallacontrattazione
e livello ”compatibile” con le condizioniinternazionali( Ö"×Ö�Ø ) è datodal rapporto
tra Ù
Ú comedefinitonell’equazione17e Ù × definitonell’equazione14Nonci sono
ragioniperritenerechel’esito dellacontrattazionesiataleche Û ×¥Ü Û Ú . 22.

Abbiamogià sottolineatochei comportamentidi sindacatie impreseportano
ad unasituazionenella qualeil sistemaeconomicoè intrinsecamenteinstabile.
Questo,se facciamoriferimento alla figura 9 dipendedal fatto che le funzioni
di reazionedelle impresesi intersecanosolo in corrispondenzadell’origine de-
gli assi,nellarealt̀a economicaindividuacomportamentidelleparti socialichesi
autorinforzano.Sela contrattazioneportaa rendimentidel capitalepiù bassidi
quelli prevalentia livello internazionale,i capitalidefluisconoe, datochele mo-
dalità di contrattazionefannos̀ı cheil capitalepro-capiteresti invariato,i livelli
occupazionalidi riducono.Ma il tassodi rendimentodelcapitalerestaallo stesso
livello, quindi i capitalicontinuerannoa defluire,cos̀ı comel’occupazioneconti-
nuer̀aa ridursi (e l’inversoavvieneseil tassodi rendimentointernodelcapitaleè
più elevatodi quellointernazionale). Chiaramentequestoprocessorichiedetem-

22Si noti che,datochein questoparagrafoanalizziamounasituazionenellaqualegli individui
sononeutralial rischio,il livello dell’occupazionecheemergedallacontrattazionenondipendedal
poterecontrattualedelleparti. In generale,invece,l’occupazioneaumentaall’aumentaredellafor-
zadelsindacato.In qualchemodo,al finedi determinareanaliticamenteil livello di contrattazione,
”sottostimiamo”l’occupazionedi breveperiodo.
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poecomunquedipendedallafrequenzadellacontrattazioneedai ritardi necessari
peraggiustareil capitale.

Più che interessarcia questoprocesso,ci premesottolineareche la compa-
tibilit à con il vincolo esterorichiedecheesistanodei meccanismicheportino il
rendimentodelcapitaleadesserepari aquellovigenteall’estero.

Supponiamoche, quandoil rendimentodel capitaleall’interno del paeseè
”troppo” bassoe i minori investimentiportanoad unariduzioneoccupazionale,
il poterecontrattualedel sindacatodiminuisca23; viceversase il rendimentodel
capitaleall’interno del sistemaeconomicòe più elevatodi quelloottenibileall’e-
stero,allora il sistemava versola pienaoccupazionee questorendeil sindacato
più ”forte”. Il mercatointernazionaledei capitali fungeda deterrentead azioni
sindacalichetendanoa ridurretroppola profittabilità delleimprese.Di fattoipo-
tizziamocheil nostroparametroÝ siadipendentedal livello di occupazionecon
segnopositivo.

Interessiamocialla situazionedi equilibrio: esisteun unico livello di Ý che
rendeil sistemaeconomicostabile(cioè cherendecostanteil livello occupazio-
nalee il livello del capitale),quellocheemergedall’uguaglianzatra rendimento
internoe rendimentoesterodel capitale( Þ�ß�à�áãâåä ) cioè quel livello di Ý che
rendeuguali le pendenzedelleduefunzioninel grafico9.

Quindi,ponendoà
æ+âuàèç definiti nelleequazioni17 e 14, è agevole calcolare
il livello delpoterecontrattualedel sindacato”compatibile” conil vincolo estero.
Si ottiene:

Ý æ â
é
ä

é�ê]ë ç
ß éLêíì ámî

ïï�ðCñ êAé
(18)

Il poteredelsindacatodipendenegativamentedal tassodi interesseinternazio-
naleedaisussididi disoccupazione(che,si ricordi, entranoconsegnopositivo inë ç ) secontinuiamoa supporreòôó é

. Sullabasedi questadefinizionedi Ý pos-
siamocalcolarela quotadel lavoro compatibilecon il vincolo esterosostituendo
nell’equazione15 il valoredi Ý.æ :

õ æ â éLê ä
éLê$ì
éLê�ë ç

ñï�ðCñ
(19)

23Si potrebbepensareche anchel’interventopubblico, chenel nostrocasoprendecorpoat-
traversoi sussidialla disoccupazione,potrebbesvolgerela funzionedi portareil rendimentodel
capitaleal livello prevalenteall’estero.Di fatto,la politicadei redditiprevedesiaunamoderazione
contrattualeesemplificatanelmodelloda ö siala mediazionepubblicadelconflittodi interessitra
le parti,attuataattraversoil sussidiodi disoccupazione÷ .
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Proposizione5 Quandosi tienecontodei movimentidi capitaletra sistemieco-
nomici, la quota del lavoro dipendenegativamentedal tassodi interessepre-
valentea livello internazionale, positivamentedal sussidiodi disoccupazione,
negativamentedagli shock edall’efficienzadel lavoro.

Dimostrazione5 Il segnodelladerivatadellaquotadel lavoro rispettoø>ù èdato
da: d úJû

d ü ù�ý
þ ÿ�� �������	�
 � 	�
�� 	�
 ü ù���� : quindi ������� þ d úJû

d ü ù
�

ý ������� þ�ÿ���� � . Dato che

������� þ d ü ù
d  � ý ������� þ�ÿ!�"� � , il segnodella relazionetra ��� e # è sempre positivo.

E’ invecesemprenegativala relazionetra ��� e � e $ .

Si noti chequandol’elasticità coincideconil parametro% dellafunzioneCES,la
quotadel lavoro èpari all’unitàmenoil tassodi rendimentodel capitale24.

Infine, possiamodefinire il livello salarialecompatibileriprendendol’equa-
zione9:

& �
ý

ÿ'�)( ÿ'� %ÿ'� ø ù
*+-, * #

ø ù
Ancheil salarioècrescenterispettoil livello dei sussidiedecrescenterispetto

il tassodi interesse.Si noti chesela quotadel lavoro ( � ) coincideconl’elasticità
del prodottoall’occupazione(ø>ù ), allora il salariocoincideancoracon il livello
del sussidiodi disoccupazione.

6 Considerazioniconclusive

Il fatto empiricocheabbiamosottolineatoriguardala riduzionedella quotadel
lavoro sul prodottoverificatasinei paesieuropei. Questofenomeno,che non
è presenteinvecenei paesianglosassonie in Giappone,è avvenutonel perio-
do in cui i tassidi disoccupazioneeuropeitendevanoa crescere.La letteratura
economicacheha analizzatol’andamentodella quotadel lavoro si è soffermata
soprattuttonell’analisi dei parametritecnologicie nell’analisi del ruolo giocato
dall’evoluzionedel capitalepro-capite.

Pocospazioèstatolasciatoin questaletteraturaall’analisidei fattori istituzio-
nali, in particolareal ruolodel sindacato.Questononostanteil periodooggettodi
analisisiastatocaratterizzatodaun rilevanteridimensionamentodel sindacatoin
alcunipaesiEuropei.Anchein GranBretagna,duranteil periodothatcheriano,il
ruolodei sindacatisi è ridotto fortemente.

24In realt̀a, .0/ può essereugualead 1 solose 24365798 3;: ; in tal caso< rappresentanonsoloil
tassodi rendimentodel capitale,maanchela quotadel capitalesul prodotto
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In questocontributo si è cercatodi considerarecomela contrattazionitra le
parti sociali possaavereun suoruolo nel definirele quotedistributive. In parti-
colare,nell’ambitodi un modellodi contrattazioneefficientesi è dimostratoche
sindacaticon maggiorpoterecontrattualeottengonosalarie livelli occuazionali
più elevati. La riduzionedel ruolo del sindacatoin alcunipaesipuò allora esse-
reunacausa,complementareaquellegià indicate,dellacontemporaneariduzione
dell’occupazioneedellaquotadel lavoro. Questorisultatosembraesserecoerente
conl’esperienzastoricadeipaesieuropei,maanchedellaGranBretagna,seppure
conalcuniannidi anticiporispettoal restod’Europa.Parallelamentealla riduzio-
nedellaquotasi è verificatoancheun significativo aumentodelladisoccupazione
cheècoerenteconle previsioni del modello.

Si è infinepostoin evidenzacome,in unmondodovevige la completalibertà
di movimentodei capitali,esistaun unicolivello del poteresindacalecheannulla
i deflussie gli afflussidi capitale.Sela politcadei redditi portaa tale livello, la
quotadel lavoro dipendedal tassodi interesseinternazionaleconsegnonegativo.
L’aumentodeitassidi interesserealiavvenutonegli anni’80 puòalloracontribuire
aspiegarela riduzionedellaquotadel lavoro.

Occorreprecisaretuttavia chela soluzionedel modello,pur determinandola
quotadel lavoro in equilibrio,nondeterminal’occupazionenè il livello del capi-
talefisico. In ciascunistante,la dimensionedell’economiàeconseguenzadell’ac-
cumulazionedel capitaleprecedente( =?> ). Perdefinirela dinamicadell’occupa-
zionenel tempo,occorreinvececostruireun più articolatomodellodi equilibrio
generaledinamico.
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Appendice

A Dimostrazionedella Proposizione2

Cerchiamodi determinareil segnodi d @
d A ; per far questoutilizziamo l’equazione

13 25, dacui si ottienefacilmentela seguentederivataparzialerispetto B :
CED@�FHG D@JILK)I D@9GNMPO D@

Sel’elasticità di sostituzionetra lavoro è capitaleè inferioreall’unità, emergeda
quantodettodimostrandola proposizione1 che G D@RQTS echeO D@�UVS ; datoinoltre
che il prodottoè semprecrescenterispettoal capitalepro-capite,si ha che,perW UYX valesempre

C D@�QTS .
Il casocon W QZX è più complesso.Persemplificarela notazione,poniamo[ F X esostituiamole definizionidi:

G D@�F X
X K]\

^ D@ (a)

edi

O D@�F_M \` X MPa'bc\dK ` X K)\ea'b ^ ` B b I
^ D @

ottenutatenendoconto della definizionedi G ` B b e tenendoconto che IfF g h .
Inoltre, teniamocontoche:

I D@�FTM
W

W M X
I^ ` B b
^ D @ (b)

Sostituendole tre derivate nell’equazioneche definisce
C D@ , si nota immediata-

menteche il termine I ^ D @ è comunealle tre somme,e può quindi esseremesso
in evidenza. Inoltre, conalcuni altri semplicipassaggialgebricie utilizzandola
definizionedi ^ D @ definitanelladimostrazionedellaproposizione1,si può scrivere:

C D@�F X
X K)\

X Mji
i I ` B b ^�k Bml4no X M WW M \�K

^
^ K X M WW \ ` X K)\pb` X MPa'b�\;K ` X K]aq\pb ^ ` B b

Pertanto,
C D@ è positivo seil termineentroparentesiquadraè positivo. Conside-

riamosolola parteentroparentesiquadraemettiamoin evidenzail denominatore
25Teniamocontochenella funzione r i valori delle variabili vannoora consideratifunzioni

tantodi s chedi t ; cioè: uwv;umxys{z-tq| per u;vw}�z-u~v���z-uwvw� . Persemplificarela notazione,
scriviamole variabili senzaquestaindicazione

25



della terzafrazionemoltiplicatoper � . Otteniamochedentrola parentesiquadra
rester̀a la seguenteequazione:

��j�����P�'� �;�H� � �]� �'� � �)��� � �]�����)����� �'�)� � �'� � �
che, dato che �H� � è sicuramentepositiva. Dato che avremo bisognoin

seguitodelladefinizionedi �E�� , possiamoscrivere:

� ��R� �
� �)�

���j�
� �

�c� � � � ���4��?�� �
� � �]� � � ���P�'� �d�_� � �)� �'� � ���)� � � �'�P�'� � �  � �'�P�'� �;�H� � �)� �'� �

Riprendiamooral’equazione13 ecalcoliamola derivataparzialerispetto
�

:

� �¡ �T¢ �¡ �
�
� �¡ ¢ �]£ �¡

Dove:

¢ �¡ � �'� �� � �]� � � (c)

¤ �¡ �
� �¥� � � ��¦��� � ��� � ���P�'� �d�_� � �)� �'� � � ¤

e infine � �¡§�©¨ . Tenendocontonelladefinizionedi ¤ �¡ che ¤ � � ¢ e mettendoin

evidenza � � «ª �¬��® ¡ � , si ottiene:

� �¡ � �'� �� � �)� � � � �¥�
� � �]� � �� �'�P�'� �;�H� � �)� �'� �

sviluppandoil mimimocomundenominatoreentrola parentesiquadraconalcuni
semplicipassaggisi ottiene:

� �¡ � �'� �
� �]�

� � �'�P�'� �� �'�P�'� �d�_� � �)� �'� � �
quindi�¯�¡ è semprepositivo. Pertanto,dato �E�¡H° ¨ , �¯�� ° ¨ , deve valere

d
�

d
¡ � ¨ .

E’ ovviamentepossibileanchedefinireesplicitamenteil valoredi d
�

d
¡ cheuti-

lizzeremoin seguito:

d
�

d
� � �

±
� �± ���® ¡ � �   � � ��

� � �   � �� � � ��® ¡0²ª � � ² ¬ ¡ �
� ��® ¡� � ²

(d)
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B Dimostrazionedella Proposizione3

La derivatadi ³ rispettó è datada:

d ³
d ´_µ

¶
· ¶�¸ ´p¹�º

· ¶'»)¼ ·c½ ¹«¹ ¸ · ¶�¸ ´p¹ ¼9¾¿ ½ ¾À
oppure:

d ³
d ´_µ

¶'»)¼ ·c½ ¹· ¶Á¸ ´p¹�º
¶�¸ · ¶�¸ ´p¹

¼ ¾ ¿
¶�»P¼ ·c½ ¹

½ ¾À
Occorrea questopunto occorresostituire d

¿
d
À dall’equazione(d) e, con alcuni

passaggi,si arrivaalladefinizionedi d Â
d
ÀÄÃ"Å :

d ³
d ´_µ ³ · ¶'»)¼ ¹

ÆÇ ÀÆ�È À Æ�ÉÊÊ · ¶'»PË ¹
´ º · ¶¥»]Ë ¹ Æ�ÉÊÊ ¸ ÆÇÍÌ · ¶'»PË ¹�´ ¸ · ¶'¸ ´ Ë ¹ ¼E¸ ´ · ¶Á¸ ´p¹«Î

Datoche
Ë)ÏÐ¶ÒÑ�¼ÔÓY¶

, il segnodi d Â
d
À è semprepositivo.

C Dimostrazionedella Proposizione4

dalladefinizionedellaquotadel lavoro, tralasciandoÕ e Ö , possiamoscrivere:

× · ´p¹ µ ³ · ´ Ñ ½Ø· ´p¹«¹�Ù ·�½q· ´p¹
Possiamoquindi derivare ³ rispettó .

d ³
d ´Tµ Ù ³ ¾À ¸ ³ ¾¿ ½ ¾À ¸ ³ÚÙ ¾¿ ½ ¾À

dove le prime tre derivatepresentinell’equazionesonostatedefinite rispettiva-
mentealleequazioni(c), (a),(b). Sostituendoquestederivate,conalcunipassaggi
si ottiene:

Õ�Û�Ü�Ý d Þ
d ´ µ Õ�Û�Ü�Ý

¶'»P¼
¶�¸ ´

¸]¼�¾¿ ½ ¾À ¶�¸"´ ¸)¼¼ ß¶'»
ß

A questopuntooccorresostituirel’equazione(d) e l’equazione12. Con alcune
rielaborazionisi arrivaalla conclusioneche:
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à�á�â�ã d ä
d å æ à�á�â�ã

ç�è�é�ê¥ëPì�í ê�ëPîî ï
é«ê'ë)ì'ícç ï é«ê ï çeì'ícî ï ç�é«ê ï çpíð ë ê'ëPî

î
î ï ð çð ç�é«ê�ëPì'í

Alcunesemplicirielaborazionici permettonodi semplificarela partea destra
dell’ugualein mododaverificareche:

à�á�â�ã d ñ
d
ç æ à�á�â�ã éòî ï çpíé«ê ï çpíð óTô

Quindivalesempred ä
d å óTô .
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